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Points techniques du TD :
e International lending,

e Endogeneous punishment.

A. Introduction

Le theme de ce TD est 'acces d’un pays souverain au marché du crédit inter-
national. Pour un agent individuel (individu ou firme), les cadres légaux sont
tels qu’ils permettent au préteur de recouvrer un montant égal aux actifs de
Pemprunteur. Pour des préts internationaux a des souverains, la situation est
différente et il n’existe pas de mécanisme explicite pour forcer 'emprunteur a
ne pas répudier sa dette.

Dans ce TD, le mécanisme étudié est un mécanisme d’exclusion endogene du
marché du crédit. A partir du moment ol I’emprunteur a répudié sa dette, il
n’a plus la possibilité de revenir sur le marché du crédit.

Nous étudierons deux sets—up particuliers : (i) le premier est déterministe et
conduit & un équilibre unique sans répudiation et (ii) le second est incertain ou
plusieurs types d’équilibres sont possibles.

B. Présentation de I’économie

L’économie est peuplée d’'un emprunteur et de préteurs. Il existe un actif de
maturité une période qui est acheté par 'emprunteur au préteur pour lisser ses
chocs de revenus.

L’emprunteur

A chaque date ¢, I'emprunteur recoit un revenu aléatoire y;. Ce revenu est

complété par le montant de 'emprunt b; réalisé a la date t. Ce revenu total
est utilisé soit pour consommer c¢;, soit pour repayer le montant d; de dette
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contracté a la période précédente. On suppose que le montant repayé d; est
fonction du montant emprunté by: dy = R(by).

L’objectif de I'agent est de maximiser son utilité intertemporelle espérée sous sa
contrainte budgétaire.

Les préteurs

Les préteurs sont supposés comme neutres au risque. Ils peuvent préter au
maximum un montant Wy < oo. Hormis ’emprunteur que l'on considere dans
ce modele, on suppose que les emprunteurs ont aussi acces a un autre marché
leur offrant au moins le taux d’intérét 7 > 0.

1. Ecrire la contrainte budgétaire de 'emprunteur.
Elle est :

=y +by—dy

C. Un modele déterministe d’emprunt

On suppose que le revenu moyen de 'emprunteur croit au taux g > 0 (on note
G =1+ g). On note y le revenu moyen initial. A chaque date, 'emprunteur
recoit alternativement un revenu bas ou un revenu haut par rapport a la moyenne.
On note o la déviation, constante & chaque période, par rapport a la moyenne.
Ainsi les revenus haut et bas sont :

vy = (1—o)yG" t=1,3,5,...
vy = (14+0)yG t=0,2,4,...

On suppose qu’a chaque date, 'emprunteur qui a toujours acces au marché (et
donc qui n’a jamais fait défaut) peut emprunter ou épargner une part constante
de l'écart de son revenu par rapport a la moyenne. Dans les états du monde
ol ses revenus sont élevés, il épargne au taux brut R’ une part s constante du
surplus par rapport a la moyenne et repaie son emprunt de la période précédente.
Dans les états du monde ot le revenu est bas, il recoit les revenus de son épargne
de la période précédente et emprunte au taux R un pourcentage constant b du
‘déficit’ de son revenu par rapport a la moyenne.

2. Exprimer en fonction de b, s, R, R, G, y et o les consommations de
I'emprunteur dans les états de revenus hauts et bas que ’on notera respective-
ment ¢ et ¢l

Dans les états du monde ou le revenu est bas : ['emprunteur regoit un
revenu vy = (1 — o)yG®, emprunte au taux R la quantité b|Ely;| — yi| =
boyGt et regoit 'épargne de la période précédente R’ s |y—1— Ely;—1]| =
R soyGt1.

Au total, Uemprunteur consomme la quantité c. égale d :

A= y+boyG + R soyG!
= (1-0)yG'+boyG' + R soyG'™!

/
= [l—a—i—ba—i—aRGs] yG*

- e e



Dans les états du monde ou le revenu est élevé : 'emprunteur recoit un
revenu y; = (1 + o)yG?, rembourse l'emprunt de la période précédente
Rb|E[y;_1] —yi_1| = RboyG'=L, épargne au tauxr R’ la quantité s |y; —
Ely]| =soyG'.

Au total, Uemprunteur consomme cf égal a :

A= Yy —RboyG' —s0yG"
= (1+0)yG"'—RboyG" ' - R soyG"

o

On suppose que l'utilité de 'emprunteur a chaque période est caractérisée par
une aversion au risque relative constante.

Xt

y>0ety#1

On définit I'utilité discountée de deux périodes, notée W" et W' selon 1'état du
monde a la premiere période :

Wl(s,b) = U(c"(s,b,t)) —|—ﬂU(cl(s,b, t))
Wi(s,b) = U(c(s,b,1)) +BU("(s,b,1))

On suppose pour 'instant que ’agent se comporte comme s’il n’y avait que deux
périodes. Ainsi, quand I’état du monde est h, 'emprunteur maximise W” en
fonction de s a b donné. Inversement, quand ’état du monde est [, ’emprunteur
maximise W' en fonction de b & s donné.

3. Ecrire le programme de I'emprunteur dans les deux états du monde et
montrer qu’il existe un niveau de croissance des revenus G tel que :

e Si G > @, il y a emprunt mais pas d’épargne.
e Si G <@, ily a épargne mais pas d’emprunt.
e Si G =G, ily a indifférence entre épargne et d’emprunt.

Dérivons W et W par rapport resp. a s etb :

owW™h R s\177 G” Rb -

85 |:1—U(1—b— G>:| —M|:1+0<1—G—8>:|

oW’ R s\177 Rb -
Zr 0 _ 1-p— e _ v

o {1 a( b e )} GT7BR [1—1—0(1 a s)}

. . . h L . s .
Pour avoir simultanément 83[/9 = 6(})42 =0, G doit vérifier :

& =8(RR)=0C



Dans ce cas, b et s sont indéterminés. Tous les couples vérifiant =5 — = 0
sont solutions.

St G7 > @, %—V‘: = 0 quand aaLSh < 0. Le maximum est atteint donc
pour b* > 0 et s* = 0. On remarquera que ’autre possibilité BTVZL >0 et
8gzh = 0 ne conduit pas a un équilibre, car b — oo . Quand le tauz de

awh

croissance du revenu est grand, on observe un comportement d’épargne
(espérance de revenu demain élevé et rendement de l’épargne et coit de

Uemprunts faibles).

aw™h W'

Inversement, si GV < éw, 55~ = 0 quand - < 0. Le mazimum
est atteint donc pour s* > 0 et b* = 0. On observe un comportement

d’épargne quand le tauzr d’épargne est élevé.

4. En déduire le niveau optimal d’emprunt o b*. On notera xk = (ﬂR)

-1/

Commenter le role du taux de croissance des revenus G et de 1’écart—type o.

Le niveau de dette optimal ob* est défini par OB—V[: =0 avec s* =0,
1—0'(1—b) -1/~
_— G(BR =G
Trop-my - 0N "
1—0o(l=-b) = Gﬁ{l—&—a(l—Rb)]
G
ob[l+Rk] = o(1+Gk)+Gr—1

On en déduit :

Ub*:U(1+G/£)+Gf£—1
1+Rk

soit :

Le niveau optimal emprunté ob* croit sans ambiguité avec la taur de

croissance des revenus (qui augmente la capacité de lemprunteur

rem-

bourser demain) et l’écart type des revenus o (qui augmente le besoin de

lissage de 'emprunteur).

On cherche maintenant a déterminer le niveau de dette soutenable. C’est le
niveau maximal de dette que I’emprunteur, dans un horizon infini, peut em-

prunter dans les périodes basses et repayer dans les périodes hautes.

5. Exprimer l'utilité intertemporelle de 'emprunteur qui prend la décision
de repayer Rb dans les périodes hautes et se garde la possibilité d’emprunter b

dans les périodes basses.

A une date donnée, l'utilité deux périodes d’un emprunteur qui se réserve
la possibilité d’emprunter b et choisit de repayer Rb est maxs W} (s,b).
On remarquera que les formes fonctionnelles choisies sont telles que s et

b sont indépendants de t.

Comme la premiére période est bien haute, 'utilité intertemporelle de
Uemprunteur VE(b) (R marque le choiz de repayer sa dette) en fonction

de b est égale a :

o0

VE®) = Zﬁ% max Wa(s,b)

t=0



Comme cf' = "Gt et ¢l = G, WP = GO W, On en déduit alors
VE®) :

V(D)

[Z (ﬁGl—'Y)Qt] msax I/Voh(s7 b)

t=0

(1- (6G1_7)2)_1 mSaXWé‘(s,b)

=1/¢>0

6. On cherche a montrer que I’ensemble des dettes soutenables est un segment.

a. Montrer que pour les b > 0 vérifiant V(b)) = VE(0) ou V'E(b) = 0, le

niveau optimal d’épargne est nul (On supposera que V est continu).

Le cas V'E(b) = 0 est absolument analogue au cas 2 périodes. Pour l’autre
cas VI(b) = VE(0), il existe b* > 0 entre 0 et b telle que V'E(b*) =0 et
s(b*)=0

On montre ensuite que s*(b) est décroissante en b donc que s*(b) = 0
pour b > b* donc en b.

En dérivant W', on montre aprés quelques calculs (reprendre les expres-
sions de la question 3. sans s =0) :

os*(b) = max {O,

K/I—'y — /BR/

o(1+G(1—b)r — Rb/G) + (1 - Gr)
1+ R K

s*(b) est donc bien décroissante de b.

b. Montrer qu'il existe au plus un b tel que VF(b) = V(0).

Supposons qu’il en existe au moins deux. Comme VT est continue, elle
admet au moins deux extrema. D’apres la question suivante, apres le
premier extremum, s*(b) = 0. Donc VI (b) = W"(0,b)¢~1 : la fonction
est donc strictement concave et ne peut donc admettre aucun minimum
et au plus un maximum. Le premier extremum est donc nécessairement
un maximum et le second ne peut pas exister. Ainsi, il existe donc bien
au plus un extremum.

c. Utiliser les deux questions précédentes pour montrer que I’ensemble des

niveaux de dette soutenables est un segment du type [0; 1_7], avec b = min(l;, l~7)

On note b le niveau de dette maximal assurant que " >0et s>0.

Soit b le niveau de dette mazimal permettant ¢ >0 et s > 0.

>0eb < =(1+o0(1-y9))

b < —(1+0)=b

I QADQ

Si V'B(0) > 0, on montre alors que b = min(b,b). En effet, un niveau b
de dette soutenable doit vérifier :

@ VE®) >VEO0)  Gi)" >0  (iii)s>0



On vérifie sans probléme que si b > b, la condition (@) n’est pas vérifiée.
De méme si b > b, 'une des conditions (ii) ou (iii) n’est pas vérifice.
Inversement si b < b, les trois conditions sont vérifiées.

Si V'E(0) < 0, alors VE(b) < VE(0) pour tout niveau de dette positif.
Dans ce cas, aucun niveau de dette positif n’est soutenable et b = 0.

7. On veut maintenant montrer que le niveau maximal de dette est une
fonction croissante de la variance des revenus o.

a. Premier cas : b=0.

b. Deuziéeme cas : b = b. Commencer par trouver deux conditions néces-
saires qui assurent 'existence de b. Trouver ensuite une condition suffisante qui

nous assure que % > 0. Conclure en observant que V doit étre décroissante

en b et croissante en 0.
Rappelons que le niveau de dette est fourni par ob. (i) Commengons par
b=b. On obtient alors facilement que :
dob . G
— =b+0=>0
do R

On a le résultat dans ce cas.

(ii) Continuons avec b =b. Il nous faut calculer :
dob b s
0 _
do oo

La variable b est définie par VE(b) = VE(0). On a donc Iégalité suiv-
ante :

[1 +o (1 - g’)}u —[l+o(1—9)]'"" =

R's

e [1 - (1 e )] e [1-0(1-0)']

Remarquons tout d’abord qu’une condition nécessaire est que les termes
soient de méme signe (i.e. soit > 0, soit <0). Donc que l'on ait :

R—B<s R—B>s
G — G —
ou
_ R's - R's
< >
b_G b_G

La variable s est I’épargne optimale en ’absence de dette et définie par :

c(1+GK)+(1-Gr)
1+ R K

ags =

KJ/—’Y — ﬁR/

En dérivant I’égalité précédente par rapport a o, on obtient :

Rb  Ro db Rb\17" _ db . _
IGGJdaHHU(lG)] [11;0%]5(;1 1-oc(1-b)"] =

O 7 SICL)




. ) PP . awhr .
On utilise maintenant la définition de s et le fait que =5 — =0 :
_ R’ R's\17"
- 1-8)] "+ =BG |1-0c(1- =0
Ml+o(l—9)]"+ e Ié; [ 0‘( e )]

En simplifiant et en réarrangeant l’expression précédente, on obtient :
L P Uil _7+5G1—" 1-0(1-0)"]|=
G o e o =
/ -
[l+o(l—s)]"-8G"7 {1 -0 <1 - %Sﬂ

_ [1— ]va] [1+o—<1— }ébﬂ_tr [1-0] G [1—0c(1—0)7"]

db
i

do

On peut alors calculer BBLUB :
db Rb\17" . o
[adU+b} el {1+0(1G)] +BG" [1—0o(1-D) 7]]
4ol - BE [1_a<1_ RC;S)]_”
Rb Rb\1 . .
—[1—G} {1+a<1—G>} +[1=b]BG 7 [1—a(1—b)""]
Rb Rb

Bl (1-8)] e b o5

=[1+o(1—9)]" - pG"7 [1 —7 <1 - RC;S)]’Y

_ {1 +0 (1 - ]Z,bﬂ a +BG "7 [1—o(1—b)"]

. . . . . R __ Rb 7 1—o [1 _ —_ b)Y
Etudions le premier signe, i.e. celuide |—¢ |1+0 (1 + BG [1 o(l—-10) ] .

G

Commengons par remarquer que VT(b) est décroissante en b en b (c’est
un mazximum et la fonction est concave).

V'R (b) =

—g {1 +o (1 - }g)ﬂ_w +0GT [1-0a(1 —b)_”]] <0

Par conséquent, pour que la ob soit décroissante il suffit que le signe de
la deuziéme expression (a droite de 1’égalité) soit négatif. Une condition
suffisante est :

S
v

EN|



Cette condition assure donc bien Uezistence et la décroissance de o b.

Pour conclure, vérifions maintenant que cette condition est vraie a [’équilibre.
VE doit étre décroissante en b et croissante en 0 pour assurer que b est
bien un mazximum positif. Cela se traduit par :

[E e (- B)) vt <o

R's

[_R [1+0o(1—5)]"+8G"7 {1 —o(1- C; )VH >0

G

Si ces conditions sont vérifiées, nos deuz inégalités le sont aussi. On peut
donc conclure que b est bien une fonction croissante de o.

Un modéle stochastique
On fait désormais I’hypothese que le revenu de 'emprunteur est iid et prend a
chaque période avec la méme probabilité les valeurs y* =1+ o et y' =1 — 0.

On fait deux hypothéeses supplémentaires liées a 'emprunt avec incertitude :

(i) II ne peut y avoir un emprunt a la période ¢ que (i) si emprunteur se
trouve dans un état bas (y; = y'), (i) s’il n’a pas emprunté & la période
précédente (y;—1 = 0) et (iii) 8’il n’ a jamais fait défaut dans le passé.

(ii) Les remboursements du prét sont dus une période plus tard quel que soit
Pétat du monde & cette période (pas de remboursement contingent).

8. Considérons un emprunteur susceptible d’emprunter qui a décidé de rem-
bourser son prét. Son horizon est pour I'instant de deux périodes. Quelle utilité
va—t—il maximiser ?

1l va mazimiser lutilité deux périodes suivantes :

U= o(1-5) + 2 (U1 +0(1 - RE) + U(1 - o(1 + RD))
9. Utiliser une approximation de Taylor au second ordre pour exprimer la

quantité optimale de dette o b* que 'emprunteur souhaite emprunter.
Dérivons ’égalité précédente par rapport a b et l’on obtient :

0=U'(1-0(1-0)) - gR{U’(l +0(1—Rb)+U'(1-0c(1+RD))}

On fait une approzimation de Taylor de U'(1 + X) autour de X =0 :
Ul+X)=U0'1)+XU0"Q1).

0 = (1-BRU'(1)+0o(b—1- gR((l —Rb)— (1+Rb)))U"(1)
0 = (1-BRU'(1)+o(b—1+BR*b)U"(1)

On conclue alors sur le niveau de dette o b* :

o —(1-BR) &
b* — 1
o 1T 3R >0 (U"<0)




10. On définit VE(b) comme D'utilité intertemporelle d'un agent a horizon
infini qui emprunte b quand c’est possible (y = 3’ et pas de dette passée) et qui
repaie toujours. Exprimer V(b).

Prenons période par période :

Période 1. Avec une probabilité 1/2 'emprunteur est dans une situation haute
et il n’emprunte rien (valeur U(1+0)/2). Avec une probabilité 1/2,
la situation est basse et il emprunte b (valeur U(1 — o (1 —b))/2).

Période 2. si ala période 1, la période était haute, on se retrouve dans la situa-
tion du début (valeur VE(b)/2). Sila période était basse, il doit rem-
bourser, soit dans une situation haute (valeur U(1+ o(1 — Rb))/4),
soit dans une situation basse (valeur U(1 — o(1+ RD))/2).

Période 3. On ne s’intéresse qu’auz cas ou il a remboursé a la période précé-
dente (sinon, on a déja la récurrence !). Dans les deuz cas, il

se retrouve sans dette héritée, comme a la période initiale (valeur
2x VE(b)/4)

Au total, Uexpression de VE(b) devient :

(UQ=0o(1=b)+U(l+0))

R NN

1 1 1
{2VR(b) + ZU(l +o(l—Rb) + ZU(l —o(1+ Rb))}
1
+ B SVED)
Soit, si l’'on réarrange les termes :

ULl—-0o(1-b)+U(l+0))+2(UQ+0o(1—Rb)+U—o(l+ Rb)))

YR 1
= 1= 5/2- 72
11. On définit VP (b) comme 'utilité intertemporelle d'un agent & horizon
infini qui vit en autarcie et n’emprunte jamais. Exprimer V' (b).
A chaque période l’agent ne recoit que l'utilité de son revenu qui avec une
probabilité 1/2 est haut et est bas avec la méme probabilité. A chaque
période son utilité est :

(Ul+o)+U(-0))

[N

Son utilité intertemporelle est donc simplement :

Vb= 3 (;(U(l +0)+U(1 0)))
t=0
1

12. On cherche & déterminer un niveau maximal de dette b au dessous duquel,
il est optimal pour ’agent d’emprunter et de toujours repayer sa dette.

a. Utiliser les deux questions précédentes pour trouver une condition sous
laquelle il est optimal pour I’agent de ne pas répudier sa dette. Pour cela, on



se placera a une date ou ’état du monde est mauvais et ot I’agent a le choix
entre repayer une dette b et la répudier. S’il la répudie, il est exclu des marchés
financiers et s’il la paie, il continuera d’emprunter et de payer.

b. Utiliser un développement limité a l'ordre 2 de la condition précédente
pour déterminer b.

L’état du monde est mauvais et l'agent hérite d’une dette b. Il fait face a
deux situations :

(i) il repaie Rb (valeur U(1—o(1+ RD))) et continue donc d’emprunter
/rembourser (valeur BV (D) ).

(i) il répudie sa dette b (valeur U(1 — o)) et continue donc en autarcie
(valeur BV P (b)).

On remarquera que l'on se place dans un mauvais état du monde car la
contrainte est plus forte que dans un bon état du monde (U est concave).
La condition pour étre un emprunteur est donc la suivante :

U(l—o(1+ Rb))+BVEDL) >U(1—0)+BVP(H)
On note a =1 — 3/2 — 3%2/2. On fait les dl a ordre 2 :

HUA-o(1-b)+U(1+0))+2(U(L+0(1—Rb)+U(l—0c(l+ Rb)))

vEe) = =Bz 2
vP@m) = - 1 5 (U(l) + U2U”(1)>
aVE(DB) = UM+ g)
+ % <a bU'(1) + 0*(1+ (1 - 0)%) Uﬁz(l))
+ g <—20RbU’(1) + (1 — Rb)® + (1 + Rb)2)UH2(1)>

,U”(1)
2

U(l-o0) U(l)—oU'(1)+o0

U/l(l)

U(1l —o(1+ Rb)) U(1) —o(1 + Rb)U' (1) + 0*(1 + Rb)?

10



On commence par simplifier les termes VE(b) — VP (b) :

g

a(1=B)(VF(b) = VP () =UM)1+3)(1-p) —al(1)
*iﬁ (‘”’U’(l) +o?(1+(1 b)2>UH2(1)>

+w (—2RabU’(1) +02((1 — Rb)® + (1 + Rb)?) UN;”)

2

g
—a—=U"(1
o« ZU" ()

- %mzﬂ(nu _8R)
+%2U”(1) {a+ ! *5(1 +(1-b)2)+ 5(1;/6))(1 + (Rb)Z)}
= %wwa)a —3R)
o2 2 _ 32 _
+?U“(1) {H 525 + ! 25 + ! 5 5((1 b)2+ﬂ(Rb)2)}
- #abU’(l)(l —BR)
o? — —
+ T |25 - 0 s
- #mzj'(na —BR)
o2 1-0
+7U”(1) (=1+1—2b+b*+ B(Rb)?) —
- #bawa)a —BR)
1-p o? " 2
+Tb 7U (1)b (=24 b(1+ BR?))
—a-mp{gUma-sr)
+%2 U/;(l) (~2+ 0+ B8R b)}
On continue par U(1 — o(1+ Rb)) —U(1 — o)
Ul—-o(1+Rb)-U(l—-0) = —ocROU(1)+*b(2R+ R%)@

11



La condition devient alors apres simplification par b :

0 < a<—0RU’(1)+a2(2R+R2b)UH2(1)>

+ ByoU ()1~ BR)

+ BU; UHQ(D (~2+(1+5R)0)
0 < (—(1—ﬁ/2—52/2)R+§(1—ﬁR))aU’u)
+ 02@(a(2R+R2b)+g(—2+(1+ﬂR2)b)>
R RO
+ %(2aR—6)
+ i(QaRQ—i—B(l—i—ﬁRZ))Ub

On obtient finalement :

2o(ﬁ—2aR) - (2ﬁ(1+R) _4R)g,’,7<(11>)
2a R? + B (14 B R?)

ob =

Contrairement au cas certain, Ueffet de o et de l’aversion au risque
=U"(1)/U'(1) est ambigu.

- 2072<1712> T ) ' N
Pour 8 = 1, ob ® ——zF—— = leur role est clairement positif.
Quand le futur est fortement pris en compte, l'aversion pour le risque et
la dispersion des revenus accroissent le montant de dette que l’agent peut
emprunter. L’agent valorise en effet fortement la possibilité de pouvoir
emprunter demain pour lisser son revenu.

—40 R+4 RZL)

Inversement, quand (3 est proche de 0, ob ~ S RT A Limpact de

laversion au risque et de la dispersion sont opposées quand le futur n’est
pas pris en compte. Dans ce cas l’agent valorise fortement la consomma-
tion présente et donc la répudiation de sa dette.

Dans le cas stochastique, plusieurs équilibres sont possibles et I’équilibre
unique b > 0 n’est plus unique.
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