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Points techniques du TD :
e Taxation optimale,
e Dépenses gouvernementales stochastiques,

e Marchés incomplets.

A. Introduction

Dans ce TD, on s’intéresse a I'impact de la dette sur la taxation optimale. Le
gouvernement doit financer un flux de dépenses stochastiques avec une taxe
distorsive et de la dette sans risque. On cherche a savoir si I'on retrouve le
résultat de Barro selon lequel les taxes sont constantes a 1’état stationnaire et
plus précisément que le taux de taxe optimal est une martingale.

B. Présentation de I’économie

L’économie est peuplée d’'un ménage représentatif, d’un gouvernement bénévole
et d’une firme.

Le gouvernement

Les dépenses a la date t du gouvernement g; sont stochastiques et sont supposées
suivre un processus de Markov. On suppose que les dépenses sont inclues dans
le SUPPOrt [gmin ; Ymaz |-

Le gouvernement peut se financer en levant des taxes 7 (distorsives) sur le travail
et en émettant de la dette b réelle a une période. La dette b; est achetée a la
date t au prix p; et verse b; a la date t + 1.
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Le ménage

A chaque date t, le ménage consomme un bien agrégé c et profite du loisir x.
A la date 0, le ménage maximise son utilité espérée (3 représente le discount
temporel privé) :

o0

Eo Y B u(cr, z)

t=0

L’utilité u est croissante concave en consommation et en loisir. L’opérateur E;
désigne 'espérance conditionnelle & I'information disponible & la date s.

La firme

La firme produit a l'aide d’une technologie linéaire y = [ des biens a partir du
travail [ = 1 — x. Ces biens peuvent étre consommés indifféremment par le
ménage ou par le gouvernement.

Le timing
Les décisions du gouvernement et des ménages a la date t sont des fonctions de
Ihistorique des dépenses gouvernementales gt = (gt, Gty go) et de la dette

initiale b_1.

1. Calculer le salaire réel et le profit des firmes.
Les firmes ont une technologie de production linéaire. Le salaire réel est
unitaire et le profit des firmes est nul.

2. Ecrire la contrainte budgétaire du ménage a la période t.
Le ménage regoit un salaire net de tazes (1—7)(1—x4) et le produit de son
épargne by_1. Ce revenu est consommé c; et la différence est réallouée en
épargne qu’il achéte au prix p;.

b1+ (L —T1)(L—a) > +prbe

3. Ecrire le programme de I’agent. En déduire le niveau de taxe 74 a la date
t et montrer que le prix de la dette vérifie :

Ue,t+1
bt :ﬁEti

Ue,t

L’agent mazimise son utilité espérée sous sa contrainte budgétaire.

c,x,b

max [Eq Z Bruley, zy)
t=0
st b1+ (1 —1)1—x) >+ pe by

Si l’on note 5t Ny le multiplicateur de Lagrange, l’expression du Lagrang-
ien est la suivante :

E(C, J},b) = ]EO Zﬁt{’u,(ct,l‘t) — )\t |:Ct +ptbt — bt,1 — (1 — Tt)<1 — J}t):| }
t=0



Les CPO s’écrivent ainsi (ne pas oublier qu’a la date t, on dérive condi-
tionnellement & Uinformation de la date t) :

oL
— = 0=us=2A
8Ct Yert ¢
oL
8751,’,5 = O=>uw,t:)\t(l—7't)
oL
b, = 0= Mpr = BE N1
On en déduit :
1 — Tt = uLt
Ue,t
Ue
pe = PE; {t“]
Ue,t

La premiere équation fixe le niveau de taze acceptable pour l’agent pour un
niveau de consommation et de loisir donné. La taze est dite distorsive car
elle impacte le trade—off consommation/loisir de l’agent. Plus le niveau
de taze est élevé, moins l’agent désire travailler.

La deuxieme équation est [’équation d’Euler en présence d’incertitude.
L’agent égalise son utilité marginale aujourd’hui avec l’espérance de son
utilité marginale de demain.

4. Ecrire la contrainte de ressource de ’économie. Exprimer le surplus pri-
maire s; du gouvernement a la date ¢ en fonction de c¢; et g;.

La consommation totale (publique + privée) est inférieure a la production
totale :

e+ <li=1—m

Le surplus sy du gouvernement est la différence entre ses recettes et ses
dépenses :

st = m(l—m)— gt
1

= ((Uc,t - U:m) (et +g¢) — Ucy gt)
uc,t

5. On suppose que 37 Ue,t+T be47—1 —p.s. 0. En déduire qu’a chaque date ¢,
on a la relation suivante :

o0
j Ue,t+j
bi—1 =K E B —— St+4j
Ue,t

=0

Pourquoi n’est—il pas possible de réduire toutes les contraintes en une contrainte
unique en 0 7
La contrainte budgétaire du gouvernement s’écrit a une date t donnée :

bi1 < s+ prb:
< se+ BE, [UCtH] by
Ue,t
<

s+ BE; [uc’t—H bt]



En itérant forward une date de plus cette inégalité a partir de la date t,
on a :

Ue,t+1 Ue,t+2
bi1 < st +PE; {c Ei1 |:3t+1 + BEi 41 [ - ] bt+1:|:|
Ue,t Ue,t+1
Ue,t+1 o | Yet+1 Ue,t+2
< K |:5t + 8= 3t+1:| + 57K, { 2By { - } bt+1:|
Ue,t Ue,t Ue,t+1

Ue Uc

c,t c,t

En allant un rang plus loin, on obtient :

[ uc,t+1
bii < Eilse+ 8 5t+1:|
Ue,t

L s

-’U, 442 Ue,t+3
+ AR, |22 |:5t+2 + BEi40 [ dias bt+2:| ”
Uc,t Ue,t+2

Ue,t+1 o Ue, t+2
E¢ [se + 5 " Si41+ 0 " St+2

c,t c,t

IN

i 53Et Ue,t42 Et+2 |:Zc,t+3 bt+2H

| Ue,t

IN

Ue,t+1 o Uc,t+2
E; {St + B ——sp41 + B 5442
uc,t uc7t

U,
+ BE [UHB bt+2]

c,t

Par récurrence, on obtient alors :

T—1
i Ue,t+j T Uc,t+T
bi1 < Ky E B ———=5i4| + B E | ——bryr—1
Ue,t Ue,t

Jj=0

La condition de transversalité nous permet de conclure.

oo
j Ue,t4j
bi—1 < K E B ——= 514
Ue,t

=0

Pour les calculs précédents, on a utilisé les deux propriétés suivantes
(t,j>0):
EiEiy; Xey; = EiXiq; loi des espérances itérées

Eirjt1Xer; = Xiy; Xiqj est connu a la date t + j.

6. On suppose qu’il existe deux bornes exogenes M et M pour la dette b.
A chaque date, la dette doit vérifier M < b, < M. Ecrire le programme de
Ramsey du gouvernement et le Lagrangien intertemporel associé. On notera A;
le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte budgétaire et pi; et us,
les multiplicateurs associés aux bornes sur la dette. Exceptionnellement, \; sera
homogene a 'opposé d’un prix de la période t.



Le programme de Ramsey du gouvernement est de mazimiser lutilité de
l'agent sous sa contrainte budgétaire, la contrainte de transversalité, et
parmi les équilibres compétitifs de l’agent.

Dans le cadre de marchés complets (et donc d’absence d’incertitude), ces
contraintes se réduisent a une contrainte intertemporelle unique écrite en
0. Dans ce modéle, les marchés sont incomplets. Le seul actif est de la
dette sans risque alors que les dépenses du gouvernement sont stochas-
tiques. La contrainte en 0 ne suffit plus et il est nécessaire de prendre en
compte le fait que le flurz by_1 payé en t est connu en t — 1 et non pas
uniquement en t (comme ce serait le cas en marchés complets ot by_q
serait contingent a la réalisation du risque donc de g ).

1l est donc nécessaire d’avoir une contrainte par période.

On suppose de plus que la dette doit étre encadrée par deux bornes ex-
ogénes : M < b, < M.

Le programme de Ramsey est donc le suivant :

c,x,b

00
maXIEQ Z ﬁtu(ct, 1-— Ct — gt)
t=0

]
§ : j Uc,t+j
s.t. bt,1 = Et 5‘7 St+j

=0 Ue,t

o0
.U . R
M<E | 5]%&“ <M
=0 c,t

L’expression du Lagrangien est la suivante (on attache le multiplicateur
Bt uct At a la premiére contrainte et 3 uct pig, @ = 1,2 auz deuz autres) :

L = EoZﬁt{u(Ct»l —ct—gt)
=0

o0
A | weibi—1 — Z 5juc,t+j Si4j
=0
oo
—H1t Z 5JUc,t+j St — Ucyt M
=0
o0
+p2t Zﬁjuc,t+j St — Uer M }
=0
oo
= [Eg Z 5t{u(0t» L= — ge) + tey (1M — po g M + Xy by_q)
t=0

oo
—(Ne+ pie = p2g) Y Fltcrss st
=0



7. Montrer que le Lagrangien s’écrit sous la forme suivante :

L = Eo Zﬁt{u(ct, 1—ct —gt) = Prtic st
=0

+ Uct (Ml,tM — po M+ X bt—l) }

ol Wy = Yp_1 + pip — P2, + A et P = 0.
Le probléeme est de transformer l’expression suivante :

oo

o0
S B (Nt g — p2a) Y Bty sy
=0

=0

=X¢
On écrit :

oo o0 o0 oo

o~ . PR
§ B* A E 5]Uc,t+j St45 = E E B +j>\t Ue,t+j5 St+j
t=0 j=0

t=0 j=0

= ZZﬁTXt Uec,r ST

t=0 7=t

= ZZﬁTxt Ue,r ST

7=0t=0

= i [ Y Xt‘| ﬁ‘r Ue,T ST
0

=0 Lt=
=,

On déduit alors de la question précédente :
o0
L = Ko Zﬁt{u(ct, L—ct = ge) — Yrticy ¢
t=0

et (,ul,tM — o, M 4 Ny bt—l) }
avec Yy = Y1+ N+ 1 — fog

8. Ecrire les contraintes du premier ordre du programme précédent. Montrer
notamment que l’on a :

Uer — Uyt — Yeky + (ucc,t - ch,t) (,ul,tM — po, e M 4 Ny bt—l) =0
Rt = (ucc,t - ucm,t) St + Ue,t Se,t

On dérive le Lagrangien par rapport a c; et by (et pas by_1 : c’est bien la
quantité by qui est choisie a la période t !) :

0 = Uet — Uzt — wt ((ucc,t - ucm,t) St — Uc,t Sc,t)

+(ucc,t - uc;c,t) (Ml,tﬁ - UQ,tM + At bt—l)
0 = Eilucir1Aett]



Le multiplicateur 1y implique que le choix de c; dépend non seulement de
la valeur courante de gy mais également des valeurs passées gs, s <t —1.
Le tauz de taze a la date t dépend de ’historique des dépenses publiques.
On reviendra plus loin sur linterprétation de la deuxieme équation.

9. Le cas de marchés complets : on cherche a retrouver certains résultats de
Lucas et Stokey (1983).

a. Montrer que dans ce cas le taux de taxe est uniquement déterminé par :
Ue,t — Ug,t = Ao Kt

En déduire que seule la valeur courante de g affecte 7.
Dans le cadre de marché complet, on n’a pas a ajouter des contraintes
sur by_1, t > 1 et seule suffit la contrainte de la date 0. Les contraintes
sur les bornes de la dette ne sont pas non plus a prendre en compte. Les
multiplicateurs de Lagrange se simplifient donc selon :

At41 = p¢ = pos =0
e = Ao

On en déduit alors ’égalité suivante :
Ue,t — Uzt = Ao Kt

Comme k; dépend uniquement des valeurs courantes de c et de g, on
déduit de l’équation précédente que a Ao donné, fixé par la contrainte
budgétaire intertemporelle, c; est uniquement une fonction de la valeur
courante g;. Le tauz de taxes ¢ dépend donc uniquement de la valeur des
dépenses courantes.

b. Toujours dans le cadre de marché complet, on suppose de plus que
I'utilité est quadratique. En déduire que ’expression de ¢ et 7 en fonction
de g. Dans un souci de simplicité analytique, on supposera simplement que
u(e,x) = cf%(lfx)Q. NB : le résultat reste vrai pour une expression quelconque
de l'utilité quadratique.

On a facilement les relation suivantes :

-7 = 1-x=ct+g
pe = 1
s = (I=m)me—gr=(ct +ge)(1 —ct —g¢) — g¢
b1 = Eo Z gt (1 =7)7 —gt)
t=0

La CPO de la question précédente nous fournit :

M@ —1-)=1 =7 = Ty = Ct + gy

_ Ao
1+ 2X

On en déduit que le niveau de taxes (et de travail) est constant et égal a 7.
On a bien un phénomeéne de tax—smoothing. Les taxes étant distorsives,



le gouvernement cherche a les lisser et dans ce cas particulier, elles sont
constantes. C’est la consommation qui absorbe les chocs sur g; : ¢ =
1—7—g;. 7 est définie par :

(I=7r = (1=B)b1+(1-0)) 5 Eog
t=0
= (1=p5)b_1+Eogg sig est stationnaire

0 <7 <1 impose que le niveau de dette initiale et de dépenses publiques
ne soient pas trop élevées. Le surplus étant mazimal pour T = 1/2, une
condition nécessaire et suffisante pour que le probléme admette une solu-
tion est (1 — B)b_1 + Eog < 1/4. L’interprétation est trés simple. Si les
niweaux de dette et de dépenses publiques sont trop élevés, les revenus fis-
caux (bornés) ne suffiront jamais a faire face auz flux de remboursement.
Si la condition est vérifiée, il y a deuxr niveauzr de taxes (T > et < 1/2)
constants qui permettent de soutenir l’équilibre. Cela correspond aux 2
solutions de la courbe de Laffer. L’un (7 > 1/2= correspond & un niveau
de taze élevé et de faibles niveaux de travail et de consommation (équilibre
bas). L’autre (1 < 1/2) correspond & un niveau de taze faible et des
niweaux de travail et de consommation élevés.

10. Dans le cadre de marchés incomplets, on étudie un cas particulier ou 'on
suppose que u(c,x) = ¢+ H(z). H est croissante concave et vérifie en plus
H"(x)(1 —2) > 2H"(x) pour z € [0; 1]. On cherche & montrer qu’a ’état
stationnaire les taxes sont constantes et ainsi retrouver le résultat de Barro.

a. Montrer que l'on a les égalités suivantes :

pp = B
H/(l't) = 1-— Tt
C’est itmmédiat.
b. Montrer que les revenus R du gouvernement s’écrivent R(x) = (1 —

H'(z))(1 — ). Montrer qu’il existe deux niveaux de loisir z; et x5 tels que R
est positive et strictement croissante sur [xl ; £C2]. En déduire les limites de
dette en fonction de gmin €t Gmaz-
Les revenus du gouvernement s’élévent a 7:(1 — x¢). On en déduit alors
que R(z) = (1 — H'(x4))(1 — ).
x1 est Uallocation de first best en loisir correspondant a l’absence de tazxes :
R(x1) = 0= R(1). Les revenus sont nuls en l’absence de tazes ou quand
les tazes sont égales a 100% (courbe de Laffer). x1 désigne le pied de la
courbe de Laffer.
xo désignera le sommet de la courbe. Pour le déterminer, calculons R'(x)
et R"(x) :

R'(z) = H'(r)—1-H"(z)(1-x)
R'(z) = 2H"(z)— H"(2)(1-x)

Par hypothese, R"(x) < 0. R’ est donc décroissante sur [z1;1]. Comme
R'(1) = H'(1) =1 < 0, 4l existe un unique xo €]x1;1] tel que R’ est
positive sur [x1;xa]. Graphiquement, on a simplement :



Revenu R(z)

leisure x

Concernant les limites sur la dette, il est facile de voir qu’a chaque période
le revenu est compris entre 0 et R(xz2). Le surplus s; est donc compris
entre — gmaz €t R(22) — gmin. On en déduit alors :

1

1 _ﬁgmam

SN

c. Montrer que 'on a les deux relations suivantes :

Tt = *%R/(l’t)
Ei1Yy > P (1)

En déduire que le niveau de taxes est constant.
On admettra que (1) implique que (Théoréme de convergence des sous martin-
gales) 1, converge p.s. vers une variable aléatoire négative ou nulle.

Rappelons que :

0 = Ue,t — Uzt — 7/)15 ((Ucc,t - ucw,t) St — Ue,t Sc,t)
+(tee,t — Ucat) (1,6 M — po M + Ap 1)
0 = Eifucis1Aiqa]
Ve = WY1+ e — Mo + A
Avec u(c,z) =c+ H(x) et s(c) =R(1—c—g)—g, on a:
1-— H’(xt) = _wt R,(l‘t)
E, [1/1t+1} = P+ E [Ml,t+1] —E [M2,t+1]

Comme la borne M correspond au cas ou l'on ne léve jamais de tazes
et les dépenses sont toujours maximales, on peut supposer sans trop de
probleme que cette contrainte ne mord jamais et que po 41 = 0. Pour
Hot4+1, on sait que ce multiplicateur est toujours positif. On a donc :

E, [¢t+1] >



(wt) est donc une sous martingale qui converge p.s. wers une variable
aléatoire négative ou nulle.

Si la limite est la v.a. nulle (i.e. on peut montrer que c’est équivalent
au fait que g n’admette pas de point d’accumulation), T, converge vers un
taux de taxe nul et donc vers le premier rang. Dans ces conditions, le gou-
vernement accumule des actifs (la dette devient < 0) jusqu’d gmaz/(1—05)
de facon a pouvoir financer ses dépenses publiques par les intéréts sur ses
actifs.

d. On se place dans le cadre de marché complet. Montrer qu’il y a une
contrainte d’implémentabilité unique vérifiant : b_; = Eg Ztoio B3t (Rt - gt).
Montrer également que le taux de taxe est défini par :

Tt = 1— H’(xt) = —/\0 R,(l't)

En déduire alors que le taux de taxe est constant dans le cadre de marchés
complets.

Les deux égalités découlent de (i) ce que l'on a déja dit sur les marchés
complets (contrainte d’implémentabilité unique) et (ii) de la question précé-
dente.
Il existe un unique x tel que 1’égalité 1 — H'(x) = —\o R'(x) soit vérifiée.
Donc zy =z et v =1 — H'(x) est constant.
11. On retourne maintenant au cas général : u quelconque et marchés in-
complets. Montrer que I'on peut écrire ¢ comme une martingale ajustée pour
le risque dans le cas ot les contraintes sur M et M ne mordent pas :

vy =K, [u”“ 1/’t+1}

Eiue t+1

)

On admettra que dans le cas général ¢ n’admet pas de limite. Monter qu’alors,
I’équilibre avec dette sans risque ne converge pas vers l’équilibre avec dette
contingente.
Dans le cas ou la dette reste intérieure a [M ; M|, les deux multiplicateurs
H1,¢ et oy sont nuls. On a donc :

0 Ky [Uc,t+1>\t+1]
Uy Y1+ N

On en déduit alors E, I:uc,t+1'l/)t+1j| =E; [uc7t+11/)t] =E; I:uc,t+1i|'l)bt. On en
déduit alors facilement :

Ue
Py = Ky [’Hl ¢t+1}

Comme psiy ne converge pas, on ne peut rien dire sur 7, = —y R'(x4).
Dans le cas général, il n’y a pas de raison d’avoir des taxes constantes.
Les chocs sur g ne sont pas uniquement absorbées par la consommation
(aversion au risque en ¢ — ne tient pas si u linéaire en c. Cf. question
10)) si g est trop volatile (sinon, 1 converge quand méme).

12. Retour sur le résultat de non—convergence de .

10



a. On définit 6, de la fagon suivante :

91& HEUCT

T—1Uc, T

Montrer que {1 ;} est une martingale et en déduire que le processus converge
p-s. vers 6.
Calculons E; [9t+1 Wt + 1} :

t+1
Ue,r
S e
Uu, i Uu,
_ c,t+1 c,T
[1/Jt+ Etuct+1:| 1—[1ET—1UC,T

=1t
= 1/}15 at

(¢ 0;) est donc une martingale positive qui converge p.s. vers 1.

b. Montrer que {6;} est une martingale positive et qu’elle converge p.s.

vers . On fixe une réalisation w. Montrer que si 6;(w) — 6(w) > 0 alors

Ut (W) /Ei—q1te(w) — 1.
Calculons ]Et [9#1_1} N

t+1 u
c,T
E, [6t+1] = H E._iu
T—1Uc,T
t
_ Et|: Ue,t+1 :l Ue,r
Etuc,t+1 -1 IE:'rfluc,’r

=1

= 915

(6;) est donc une martingale positive qui converge p.s. vers 0.
Calculons In(0;(w)) :

In ( Z[In Ue,s (W ln]Es,l[uc,s(w)]]

— ln(ﬂ( ))

Une condition nécessaire pour la convergence est que ln(uw (w))—ln Es_q [uc’s(w)] —
0, donc que uc(w)/Ei_quc(w) — 1.

t

c. En déduire que si I’équilibre de Ramsey dans le cadre de marchés com-
plets conduit & uc¢(w)/Er_quci(w) # 1, alors §; — 0. Dans ce cas, on n'a
plus aucun résultat de convergence sur 1. Le résultat de Barro ne tient plus.
(en fait, il faut aller un peu plus loin pour montrer que I'on a bien absence de
convergence. On sait juste que I’approche martingale échoue).

NB: A la question 10), u était linéaire en ¢, donc ue s = Ei—qucy = 1.
C’est la contraposée du résultat précédent. Dans le cas général, on ne
peut donc rien dire sur le niveau de taxes stationnaire et il n’y a pas de
raison que le processus soit une martingale.
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