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Points techniques du TD :
e La cohérence temporelle,
e [’équilibre récursif et la fonction valeur,

e Le Lagrangien intertemporel.

A. Introduction

Dans ce TD, on s’intéresse a I'impact de la dette sur la politique monétaire. En
particulier, on regarde 'impact de ’émission de dette nominale, dette réelle et
enfin 'impact de la capacité d’engagement (crédibilité) du gouvernement.

B. Présentation de ’économie

L’économie est peuplée d’'un ménage représentatif, d’un gouvernement bénévole
et d’une firme.

Le gouvernement

A chaque date t = 0,1,..., le gouvernement finance des dépenses publiques g
exogenes et constantes par 'émission de monnaie M/ ; et de dette nominale
B{,,. La dette émise & la date t — 1 paie & la date ¢ le taux d’intérét nominal ;.
On note p; le prix d’une unité de consommation agrégée en unités monétaires.
On suppose que le gouvernement hérite a la date 0 du paiement d’un stock de
monnaie My donné ainsi que d’un remboursement de dette nominale (1 +4ig)By
également donné.

La politique du gouvernement est déterminée par le choix des quantités de mon-
naie, de dette et de dépenses publiques, que I'on note {Mtgﬂ, Btg+17 g}t>0
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Le ménage

A chaque date ¢, le ménage consomme c¢; et travaille n;. Il valorise sa consom-
mation et son travail par 1'utilité intertemporelle suivante :

Ule,n) =Y B'{ulcr) — ant}
t=0

On suppose que u est croissante, concave et dans la plupart de 'article on
supposera que cette utilité sera log.

A chaque date t, le ménage consomme une partie de ses revenus totaux : revenus
du travail, revenus de ses placements en monnaie et dette nominale. Il épargne
l’autre partie de ses revenus en détenant de la monnaie M;; et de la dette
nominale By, .

En termes de rendement la monnaie est un actif strictement dominé par la dette
nominale. Pour ‘forcer’ la détention de monnaie par le ménage, on impose une
contrainte de cash—in—advance a la Svensson. Le ménage ne peut pas consommer
plus que les encaisses réelles qu’il détenait a la fin de la période précédente.
La contrainte de cash—in—advance a la Lucas dit que le ménage ne peut pas
consommer plus que ses encaisses réelles en période courante'. Ainsi :

M,

CtSP
f

La firme

La firme produit a ’aide d’une technologie linéaire y = n des biens a partir du
travail. Ces biens peuvent étre consommés indifféremment par le ménage ou par
le gouvernement.
1. Ecrire la contrainte budgétaire du gouvernement.
Le gouvernement finance ses dépenses g constantes uniquement par de la
monnaie et de la dette nominale (notamment pas de tazxes).

2. Calculer le salaire réel et écrire la contrainte budgétaire du ménage.
La firme mazimise son profit. Sa fonction de production étant linéaire,
le salaire réel est égal a 1.
Le consommateur travaille n; et consomme c;. Il investit dans de la
monnaie et de la dette nominale.

M1+ Bip1 < My + Biy(1+4) — Prey + Py

3. Ecrire la contrainte de ressource de I’économie
On a équilibre sur le marché de la monnaie et des obligations : M | =
My et Btg_|r1 = Biy1. On déduit alors des contraintes budgétaires de
lagent et du gouvernement la contrainte de ressource de l’économie. Elle

1La contrainte & la Svensson fait plus de sens quand la période est courte, de 'ordre de la
semaine.



traduit simplement que la consommation agrégée doit étre inférieure a la
production totale.

cetg<ny
4. Ecrire le programme du ménage, le résoudre et exprimer le taux nominal
1441 en fonction d’une part de la consommation ¢; et des prix d’autre part.

Le ménage mazimise son utilité intertemporelle sous sa contrainte budgé-
taire et sous la contrainte de cash—in—advance.

max Zﬁt [u(ce) — ang]
t=0

c,n,B,M

s.1. Mt+1 +Bt+1 S Mt—f—Bt(l—’—Zt) —PtCt+Ptnt
Piey < My

En notant B \; et 3t p; les multiplicateurs de Lagrange attachés aux deuz
contraintes du ménage,on obtient l’expression du Lagrangien suivante :

L(e,n,B,M) = Zﬂt{[u(ct)—ant]

+A¢ [Mt + Bi(1+i¢) — Prey + Pyng — My oy — Bt+1}
i [Mt - P Ct]

Les CPO associées au Lagrangien sont :

oL
90, 0=1u'(ct) = (N + pe) Py
% = 0=—« + >\tPt
Bnt
oL .
8Bt+1 = 0 = ﬁ)\t+l(1 —+ ’Lt+1) — )\t
oL
— = 0=2R8() - A
FIYm BAtr1 + prer1) — A
Elles impliquent :
u'(ct)
)\ =
t+ L 2
o
N = —
t 7,
P i
l+idgy = /71 Tt;l = L ot) (ZH)
t

5. Ecrire I'égalité de l'offre et de la demande sur les marchés de la monnaie
et de la dette. En déduire, ainsi que de la question précédente, que la contrainte
budgétaire du gouvernement peut s’écrire sous la forme suivante :

B
Ct+1 U/(Ct+1)a +Bz41Cc41 =tz +g

Y= B(1+ 1)

with : Y7



On a équilibre sur le marché de la monnaie et des obligations : Mf , =

Mt+1 et Btg+1 = Bt+1.
La contrainte budgétaire du gouvernement s’écrit alors en termes réels de
la facon suivante :

M4 +Bt+1 >%+Bt(1+lt)+

P, P T P P,
FEn utilisant la contrainte de cash—in—advance et en substituant P% = 1\%
et en définissant z; = %ﬁit), la partie droite devient :

M, B;(1+41
M Bi(l+iy

2 2 +9 = catzetyg
Pour la partie gauche, on utilise les CPO de la partie précédente et no-

. P .
tamment le fait que %1 =0(1+4d¢41) ¢

My I B _ Py My i Py B
P PR P, P | P P
. _ B
= B +i1) a1 + B +deg1) Ptﬂ
t+1
_ / p
= Ct+1U (Ct+1)a + Bzt41 Cet1
On en déduit alors l’expression recherchée.
Mri1+ Bri

6. On suppose que la condition de transversalité limy_, o, f7 —————= =

pr
0 est vérifiée. Montrer alors que la contrainte budgétaire intertemporelle du gou-
vernement se réduit a :

58 (cwtern) ~ (et 9)) = 20 )

t=0

La condition précédente fournit :

g
zer = Bzig1cCi41 + {Ct+1 U/(Ct+1)a — (et +9)

En itérant forward, on obtient :

T

B
e = O ziri o + Z{CH—H—I ' (Cerin) o = (i +9)
=0

La condition de transversalité impose que limp_, oo BT 11 (cT+1u’(cT+1)é—|—
zT+1cT+1) = 0 donc nécessairement que limp_.oo BT 2716041 = 0.
On en déduit alors la condition intertemporelle recherchée :

e =Y B (Ct-i-l W (errn)

«
t=0

(ce + g))



C. Engagement crédible du gouvernement

Dans cette partie, nous supposons que le gouvernement est en mesure de s’engager
de fagon crédible a t = 0 sur ’ensemble des politiques futures. On suppose que le
gouvernement cherche a déterminer 'optimum de Ramsey : il maximise 1'utilité
du ménage sous la contrainte d’implémentabilité (1).

7. Résoudre le programme de Ramsey dans le cas ou v = In. En particulier
faire attention aux cas o ¢t = 0 et > 1. Montrer notamment que ¢ < cf" = ¢f;

pour tout £ > 0.
Le programme de Ramsey consiste a mazximiser ['utilité de ’agent sous la

contrainte d’implémentabilité (1) :

mgxz Gt [111(@) —a(e+ 9)]

t=0
- B
. = e —
.. zo co Zﬂ (a (Ct+9))
t=0
Le Lagrangien associé s’écrit (en séparant les termes en 0 et > 1) :
L(c) =1In(co) — a(co + 9)

+A (ﬂ —(co+9g) — ZoCo)
(0%

+> B [In(er) — a (e +g)]

t=1

+)\§ﬂt (i — (e +g)>

vt >1 oL = O:l—a—)\
8675 Ct
oL
_— = = — — — 1
600 0 0 o )\( +2’0)

On en déduit alors que :
1
Vi>1l——a = ——a=A\
Cy C1
1
——a = M1+ z)
€o
1
= ——a = (1—1—20){—04]

Co C1

8. Commenter le résultat précédent. Que penser des conséquences de ’engagement
crédible du gouvernement 7
Comme zy > 0, ¢} < cf'. Le gouvernement fait de linflation pour moné-
tiser la dette initiale, ce qui se traduit par des encaisses réelles plus faibles
en 0 et donc moins de consommation en 0. Le gouvernement ne moné-
tise pas complétement la dette initiale (inflation finie) car il y a un codt



ent =0 a Uinflation (via la contrainte de cash—in-advance). Il ne peut
pas non plus recommencer dans futur car il annonce a t = 0 ses poli-
tiques (dont le niveau de priz) pour l’ensemble des années & venir. Par
hypothese, cette annonce est crédible et linflation pour t > 1 est par-
faitement anticipée par les agents et se refiéte donc intégralement dans
le rendement i; de la dette.

Néanmoins, on se rend compte de l’tmportance de I’hypothese d’engagement
crédible de la part du gouvernement. Elle tmplique des politiques non co-
hérentes temporellement pour la raison suivante. At = 1, Uoptimum pour
le gouvernement de cette date sera de réaliser la méme politique que le
gouvernement de la date 0 et donc de monétiser en partie la dette héritée
et non pas d’appliquer la politique choisie par le gouvernement de la date
0!

L’hypothese d’engagement impose donc qu’aucun des gouvernements a
venir ne choisira sa politique optimale.

D. Pas d’engagement crédible du gouvernement

Dans cette section, on leve 'hypothese d’engagement crédible de la part du
gouvernement. En conséquence, la particularité de la période 0 de l'exemple
précédent se répete a chaque période et le programme de Ramsey souffre d’un
probleme de cohérence temporelle.

On propose deux solutions pour résoudre le cas d’absence d’engagement : la
premiére repose sur un calcul de Lagrangien intertemporel et la seconde sur un
calcul de fonction valeur.

9. Pour la premiere méthode, on cherche a déterminer quel est 1’équilibre de
Ramsey qui est cohérent temporellement?.
a. Déterminer 1’équilibre de Ramsey pour le gouvernement de la date 0.
On note A\(9) le multiplicateur de Lagrange associé.
L’équilibre de Ramsey conduit aux égalités suivantes :

1 1 1
cgo) 1+ zéo) c((JO)

En remplagant cette égalité dans la contrainte budgétaire intertemporelle,
on obtient :

L |8
1+ = 25 |2 - 5]

b. Déterminer ’équilibre de Ramsey pour le gouvernement de la date 1.
On note A(Y) le multiplicateur de Lagrange associé.
De facon analogue au cas précédent, on obtient en résolvant le prg. de
Ramsey pour le gouvernement (1) a partir de la date 1 :

1 1 1
N = = —— | ——qa
& 1+4U[#> ]
L |B
(e = 25 |2 g- 5]

2NB : cet équilibre de Ramsey cohérent temporellement n’existe pas toujours.



c. En déduire I’équilibre de Ramsey cohérent temporellement.
1) (0) (1)

L’équilibre est cohérent temporellement si ¢;’ = ¢’ = c¢1 = ¢y et si
zil) = z1. L’équilibre de Ramsey du gouvernement (1) devient :
o - o1 o1
Cc1 1+2 [
1 1 I}
1 — = —— |==
(+Zl+1—5)01 - [a g}
On en déduit :
o - L,
C1
zZ1 = 0
_ B
cpT = ——4g
@

De plus, pour le gouvernement 0, on a :

o oot ot vt
1+20 |co Cc1
(I1+20)c0 = clzéfg
e

Ces deux derniéres égalités imposent zg = 0 ! Le seul équilibre de Ramsey
time—consistent est un équilibre ou la quantité de dette nominale est nulle
et ot par conséquent il n’y a aucune motivation pour faire de l’inflation.

10. La seconde méthode repose sur l'optimisation de la fonction valeur.
L’hypotheése importante est que les fonctions de réponse a la date ¢ + 1 ne
dépendent pas de I’ensemble de I’histoire mais uniquement de la valeur de la
variable d’état a la date ¢.

a. Expliquer pourquoi cet équilibre est cohérent temporellement.

Les fonctions de réponse des agents sont Markoviennes et ne dépen-
dent que de l’état des variables d’état a la période précédente et non de
Uhistorique complet de ces variables.

Autrement dit, a chaque période, le gouvernement en question choisit les
variables de contréle courantes en fonction de ce dont il hérite mais cela
ne lie en aucun cas les gouvernements futurs a une politique donnée (sauf
bien sir dans la mesure ot cela influence Uhéritage). Par construction,
cet équilibre est donc cohérent temporellement.

b. Ecrire le programme du gouvernement. Déterminer les conditions du
premier ordre et appliquer le théoreme de ’enveloppe.
On note V' la fonction valeur associé au consommateur. On utilise la no-
tation récursive (un' prime désigne la période suivante et rien la période
courante). Ainsi la contrainte d’implémentation et la fonction valeur se
réduisent a :

E—g—i—ﬁz'c’:c(l—l—z)
o

V = max{u(c) - a(c+g) + BV}



La wvariable ¢ est une variable de contréle et z' la variable d’état (=
dette exprimée en quantité de monnaie). Le gouvernement a chaque date
choisit la consommation courante et la dette qu’il laisse a son successeur,
en fonction de la dette z dont il a lui méme hérité.

La variable ¢’ ne peut pas étre choisie par le gouvernement courant car
sinon on ferait de nouveau face a un probléme de cohérence temporelle.
On suppose alors que cette consommation dépend uniquement de l’*héritage’
du gouvernement suivant, a savoir la quantité de dette z'. Ainsi, le pro-
gramme est cohérent temporellement par construction. On note C' la fonc-
tion de réponse de la consommation :

d = C)
Le programme récursif s’écrit alors :
V(z) = max{In(c) — alc+g) + BV (')}

g B0 =1 42)

Il nous reste alors a écrire les deux CPO du lagrangien £ = u(c) — a(c+
9 +BV(Z)+ ML —g+B2C() —c(1+2)}

%—a = Ml1+2)
BVI() = BNOE) +C() = BOE A + ()
c() = 147 gg))

La condition de ’enveloppe fournit quant a elle :

V- e (<2)

En updatant la condition de lenveloppe V'(2') = =N ¢ et en utilisant la
deuzieme CPO, on obtient N = A1+ e.(2')), soit :

1
c

- [ avee)
_ V(&) ,
= o U re)

-1

c. Caractériser 'optimum et conclure. Comparer notamment avec le cas
ou l'engagement du gouvernement est crédible.
L’équation %1_:3 =— \é’((j’)) (1 +ec(z'))71 égalise le gain marginal en utlité
d’une unité de consommation supplémentaire avec son cout marginal en
variation de la fonction valeur. Le gain marginal est réduit par le facteur
1 + z acre accroitre la consommation en diminuant le niveau des prix
augmente la dette nette. Le terme de fonction valeur est amplifié par le
facteur 1+ €. qui correspond a limpact futur sur la consommation d’une

hausse de dette aujourd’hui qui passe par le canal des taux d’intérét : ce




terme de fonction valeur capte un coit direct (= distorsion sur la conso
du niveau de priz par la cash—in—advance constraint) et indirect qui passe
par les taux d’intérétl.
-«
e
que le chemin de consommation est affecté par les deux canauz.

en termes de bien—étre, cet équilibre est nécessairement moins bon que
I’équilibre de Ramsey (par définition de ’équilibre de Ramsey®) : on con-
state donc une perte de bien—étre liée a la perte d’engagement de la part
de UEtat.

1 .
L’équation ;Tj = [ } (1+ec(z)) ' ne dit pas autre chose et montre

E. Dette indexée

Dans cette section on suppose que le gouvernement n’émet plus de dette nomi-
nale mais émet de la dette réelle notée b;.

11. Montrer que la contrainte d’implémentabilité du gouvernement est la
suivante.

B
Cty1 u/(Ct+1)a + Bbyr =ci g+ by

1l faut reprendre la caractérisation de I’équilibre compétitif pour ’agent.
Son programme avec de la dette indexée notée b est le suivant :

max Z B [u(cy) — arny
=0

c,n,b,M
t=

b
s.1. Mt+1+Ptt7+1SMt-f-Ptbt—PtCt-i-Ptnt
1+ ri

Piey < M,y

Les CPO du Lagrangien fournissent :

P _ ﬁul(ctﬂ)
Pt «
l+r = g7

La contrainte d’implémentabilité devient alors (avec des notations ana-
logues) :

Miq by S My
P 1+rp1 = B

—I—bt—|—g

Ct+1 UI(Ct+1)§ +0bi1 > bty

12. Ecrire le programme du gouvernement sous forme récursive et le résoudre
dans le cas log. Montrer que la consommation et le niveau de dette restent
constants au cours du temps.

3Les équilibres de Ramsey et compétitif sont tous les deux compétitifs. L’équilibre de
Ramsey est une maximisation non contrainte parmi I’ensemble des équilibre compétitifs alors
que 1’équilibre récursif est une maximisation parmi les équilibres admettant une structure
récursive.



Le programme du gouvernement est maintenant :
oo
t p—
mgx; B [In(ct) — e (et + g)]

B
8.t iy U/(Ct+1)a +Bbiy1 > +bi+g

sous forme récursive, ce programme se réduit a (b est la nowvelle variable
d’état) :

V(b) = max{In(c) — a(c+g) + BV (¥)}

B

@
Le Lagrangien s’écrit: L = In(c)—a(c+g)+0 V(b’)Jr)\{ngﬂb’fcfbfg}
Les CPO et la condition de l’enveloppe nous fournissent :

+0b =c+b+g

1
-——a = A
c
pvV'() = —pBA
V(b)) = =X
On en déduit alors que A =X et V(b) =V (b'). Donc :
1 1
- — 0 = - = «
c c

La consommation reste toujours constante. En effet, comme il n’y a plus
d’effet de Uinflation (ni de la conso) sur les taux d’intérét, qui sont con-
stants et égaux a 1/8 — 1, Uinflation est désormais uniquement un cott
(contrainte de cash—in—advance) et le gouvernement n’a plus aucune rai-
son d’en faire.

Bo (1+440)
T

13. Montrer que si by = , le bien—étre est plus élevé dans I’économie

0
avec de la dette indexée que de la dette nominale.
La contrainte d’implémentabilité dans le cas de dette indexée fournit (ex-
posant 1) :

by = Zﬁt <§—g—cl>

Dans le cas d’engagement crédible :

1L 18
1 F__* |P___ 45 F
(1+20)cp 1—ﬂ{a g 501]
En réarrangeant ces deux expressions, on obtient si l’on suppose que by =
Bo(1+io) _ o
g 0%0 -
p
= =g (=P =Fel +(1-P)f

10



Le bien étre WE dans le cas d’engagement s’écrit :

Wt = In() + I fﬂ In(ch)
— (0 k) + Fincef))
< 7 i 3 In((1 = B)c§ + Bet’) In est concave.
< )
< w!

Le bien étre augmente avec l’introduction de dette indexée.
Ce résultat repose essentiellement sur la structure particuliére de ’économie :
le seul moyen de financement de la dette sont les revenus de seigneuriage
qui sont équivalents a une taxe non distorsive. Ils sont en effet égauz a
(Myy1 — M)/ Py = B/a — ¢ Si lon raisonne dans un monde avec taze
distorsive (sur le travail par ex.), on peut montrer qu’il n'existe pas en
général d’équilibre cohérent temporellement avec uniquement de la dette
indezée.

11
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